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Ru´dszerkezetek statikai tulajdonsa´gainak matematikai eszko¨zo¨kkel to¨rte´no˝ vizsga´lata
Maxwell (1864) e´s Henneberg (1911) korai eredme´nyei o´ta fontos teru¨let. Az elmu´lt
e´vtizedben a szerkezetek merevse´ge´nek vizsga´lata u´j lendu¨letet kapott, ko¨szo¨nheto˝en an-
nak, hogy egyre´szt ege´szen ma´s teru¨leteken (molekula´k szerkezete´nek vizsga´lata´ban, szen-
zorha´lo´zatok lokaliza´cio´s proble´ma´iban, CAD feladatokban, stb.) is hasznosnak bizonyul-
tak a merevse´ggel kapcsolatos elme´leti eredme´nyek, ma´sre´szt ne´ha´ny to¨bb e´vtizede nyitott
sejte´st sikeru¨lt igazolni.
Az uto´bbiak ko¨zo¨tt eml´ıtheto˝k pe´lda´ul Connelly e´s Hendrickson sejte´sei a ke´tdimen-
zio´ban globa´lisan merev gra´fokro´l, valamint Dress sejte´se a ha´romdimenzio´s merevse´gi
matroid rangfu¨ggve´nye´ro˝l. Ezeket sikeru¨lt - szerzo˝ta´rsaimmal egyu¨tt - igazolni, illetve
megca´folni. Ezen u´j eredme´nyeket a gra´f- e´s matroidelme´let mo´dszereinek alkalmaza´sa
tette leheto˝ve´, teljesse´ te´ve a kora´bbi, geometriai, algebrai e´s differencia´l-topolo´giai meg-
fontola´sokkal kapott re´szeredme´nyeket.
Az itt o¨sszefoglalt egyszeme´lyes OTKA pa´lya´zat ce´lja ezen kutata´sok folytata´sa volt:
kombinatorikus mo´dszerek haszna´lata a merevse´gre e´s globa´lis merevse´gre vonatkozo´ nyi-
tott ke´rde´sek vizsga´lata´ban.
Merev gra´fok e´s szerkezetek
A (G, p) d-dimenzio´s szerkezet egy G gra´fbo´l e´s egy p : V → Rd hozza´rendele´sbo˝l a´ll.
A szerkezetre (melyet ma´s teru¨leten geometriai gra´fnak is neveznek) azt mondjuk, hogy
a G egy d-dimenzio´s realiza´cio´ja. A szerkezetben az e´leket egyenes szakaszoknak vagy
rudaknak ke´pzelju¨k, egy e´l hossza a ve´gpontjainak ta´volsa´ga. A szerkezet merev, ha az
adott e´lhosszakra ne´zve loka´lisan egye´rtelmu˝, avagy folytonosan nem deforma´lhato´ (eltek-
intve az eltola´sokto´l, elforgata´sokto´l, ill. a´ltala´ban az ege´sz te´r izometria´ito´l). A szerkezet
merevse´ge csak a G gra´fto´l fu¨gg, amennyiben p generikus, azaz a pontok koordina´ta´i kello˝en
a´ltala´nos helyzetu˝ek. A d = 2 esetben a merev gra´fokat Laman jellemezte (1970). A te´rbeli
(e´s magasabb dimenzio´s) merevse´g pontos jellemze´se a teru¨let mai napig megoldatlan nehe´z
nyitott proble´ma´ja.
A [4] dolgozat fo˝ eredme´nye egy u´j felso˝ korla´t a ha´romdimenzio´s merevse´gi matroid
rangfu¨ggve´nye´re. Ez gra´fok ha´romdimenzio´s merevse´ge´re ad olyan u´j szu¨kse´ges felte´telt,
amely - legala´bbis bizonyos gra´foszta´lyok esete´n - ele´gse´gesnek is tu˝nik.
Egy fontos specia´lis eset a molekula´ris gra´fok, avagy ne´gyzetgra´fok csala´dja, melyek
merevse´ge´re ad felte´telt az 1984 o´ta nyitott Molekula´ris Sejte´s. Ezt a sejte´st kitu˝zo˝i,
Tay e´s Whiteley eredetileg a ko¨vetkezo˝ alakban fogalmazta´k meg. A d-dimenzio´s te´rben
ketto˝ ko-dimenzio´s affin alterek (u´.n. zsane´rok) mente´n illeszkedo˝ teljes dimenzio´s merev
testekbo˝l a´llo´ rendszert d-dimenzio´s test-zsane´r szerkezetnek nevezzu¨k. Ke´tdimenzio´ban
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teha´t o¨sszeszo¨gelt s´ıkidomokra, ha´romdimenzio´ban egyenes szakaszok mente´n o¨sszeragasz-
tott testekre gondolhatunk. Egy ilyen szerkezet mozga´sa minden testet ku¨lo¨n-ku¨lo¨n folyto-
nosan mozgat u´gy, hogy az illeszkedo˝ testek egyma´shoz viszony´ıtott mozga´sa a megfelelo˝
zsane´r ko¨ru¨li forgata´s legyen. A mozga´s akkor trivia´lis, ha minden test egyforma´n mozog.
A szerkezet akkor merev, ha minden mozga´sa trivia´lis. A szerkezet gra´fja´ban a testeknek
pontok, a zsane´roknak e´lek felelnek meg. Tay e´s Whiteley 1984-ben megmutatta´k, hogy egy
gra´fnak d dimenzio´ban pontosan akkor van merev test-zsane´r realiza´cio´ja, ha minden e´le´t(
d+1
2
)
− 1 pa´rhuzamos e´llel helyettes´ıtve a kapott gra´fban lesz
(
d+1
2
)
e´l-diszjunkt fesz´ıto˝fa.
Ugyanekkor megfogalmazta´k azt a seje´st, hogy ha egy gra´fnak van ilyen merev realiza´cio´ja,
akkor olyan is van, amelyben minden testre a ra´ illeszkedo˝ zsane´rok egy ko¨zo¨s hipers´ıkban
vannak.
Ez a Molekula´ris Sejte´s, amely az uto´bbi e´vekben nagy figyelmet kapott, ko¨szo¨nheto˝en
a ha´romdimenzio´s eset (projekt´ıv) dua´lis alakja´nak, amelyet molekula´k merevse´ge´nek tesz-
tele´se´hez haszna´lnak. Eszerint ha egy gra´fnak van merev test-zsane´r realiza´cio´ja, akkor
olyan is van, amelyben minden testre a ra´ illeszkedo˝ zsane´rok (egyenesek) egy ponton men-
nek a´t. Molekula´k modelleze´se´ne´l az atomoknak pontok, a ko¨te´seknek e´lek felelnek meg.
Mivel az illeszkedo˝ ko¨te´sek ko¨zti szo¨g is ro¨gz´ıtett, minden atom a ra´ illeszkedo˝ ko¨te´sekkel
egyu¨tt egy merev testet alkot. Az ı´gy elo˝a´llo´ test-zsane´r szerkezetben az atomok a nekik
megfelelo˝ testre illeszkedo˝ zsane´rok metsze´spontja´ba keru¨lnek.
A sejte´s minden d ≥ 2-re nyitott volt. Whiteley e´rt el re´szeredme´nyeket a d = 2 eset-
ben 1989-ben. A [8] cikkben teljes megolda´st adtunk a d = 2 esetre. Megolda´sunk kulcsa
egy ekvivalens, csuklo´-kollinearita´si felte´teleket teljes´ıto˝, ru´d-csuklo´ szerkezet szabadsa´gi
foka´ra adott u´j ke´plet volt.
Az [5], [6], [17] cikkek a ha´romdimenzio´s esetre vonatkozo´ re´szeredme´nyeket tartal-
maznak. Itt hasznos egy tova´bbi ekvivalens alakot tekinteni: a G gra´f G2 ne´gyzetgra´fja
pontosan akkor merev a te´rben, ha G minden e´le´t o¨t pa´rhuzamos e´llel helyettes´ıtve olyan
gra´fot kapunk, melyben van hat e´l-diszjunkt fesz´ıto˝fa. Ele´gse´ges felte´teleket adtunk a G2
gra´f fu¨ggetlense´ge´re e´s felso˝ korla´tot a merevse´gi matroidja´nak rangja´ra. Ebbo˝l egyu´ttal a
sejte´s ru´d-csuklo´ alakja´ban a szu¨kse´gesse´gre direkt bizony´ıta´st nyertu¨nk.
Eredme´nyeink gra´fok erdo˝kkel valo´ fede´seire vonatkozo´ u´j struktura´lis eredme´nyeken
(la´sd [9]) e´s a kombinatorikus merevse´g ne´ha´ny alaperedme´nye´nek kiterjeszte´se´n alapulnak.
Megmutattuk azt is, hogy a Molekula´ris Sejte´sbo˝l hogyan olvashato´ ki hate´kony algoritmus
egy ne´gyzetgra´f szabadsa´gi foka´nak e´s maxima´lis merev re´szgra´fjainak meghata´roza´sa´ra.
Igazoltuk, hogy a kombinatorikus merevse´g ke´t tova´bbi sejte´se´bo˝l (Dress, 1987 e´s Jacobs,
1998) a Molekula´ris Sejte´s (a d = 3 esetben) levezetheto˝. A [13] dolgozatban a test-zsane´r
modellt vizsga´ltuk e´s megmutattuk, hogy a G gra´f G2 ne´gyzetgra´fja merev a te´rben, ha G
minden e´le´t ke´t pa´rhuzamos e´llel helyettes´ıtve olyan gra´fot kapunk, melyben van ha´rom
e´l-diszjunkt fesz´ıto˝fa.
Az [2] dolgozat ke´tdimenzio´s merevse´ggel foglalkozik. Megmutatjuk, hogy minden
merev gra´fnak van olyan merev realiza´cio´ja, ahol a csu´csok egy O(|V (G)|) pontu´ kis
ne´gyzetra´cs pontjaiban helyezkednek el. Ez a nagysa´grend tova´bb nem jav´ıthato´.
A [10] cikkben hate´kony kombinatorikus algoritmust adunk arra, hogyan helyettes´ıt-
su¨k egy s´ıkbeli redunda´nsan merev generikus ru´d-csuklo´ szerkezetben a rudakat ko¨telekkel
e´s rugo´kkal u´gy, hogy a kapott u´.n. tensegrity szerkezetnek tova´bbra is legyen merev
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realiza´cio´ja.
A´ltala´nos´ıtottuk Lova´sz e´s Yemini 1982-es eredme´nye´t, amely szerint 6-o¨sszefu¨ggo˝
gra´fok generikusan merevek a s´ıkban. Az a´ll´ıta´s 5-o¨sszefu¨ggo˝ gra´fokra a´ltala´ban nem
e´rve´nyes. Kiterjesztheto˝ azonban vegyesen 6-o¨sszefu¨ggo˝ gra´fokra [12]. (Egy G gra´f ve-
gyesen 6-o¨sszefu¨ggo˝, ha minden vegyes va´ga´sa´ra, amely az X ponthalmazbo´l e´s az Y
e´lhalmazbo´l a´ll, 2|X |+ |Y | ≥ 6.)
A merevse´g fogalma´nak egyik lehetse´ges kiterjeszte´se ira´ny´ıtott gra´fokra a perzisz-
tencia. A [7] cikkben hate´kony algoritmust mutatunk annak tesztele´se´re, hogy ira´ny´ıtott
gra´fok bizonyos oszta´lyai perzisztensek-e a s´ıkban.
Globa´lisan merev gra´fok e´s szerkezetek
A (G, p) d-dimenzio´s szerkezet globa´lisan merev, ha az adott e´lhosszakra ne´zve a re-
aliza´cio´ globa´lisan is egye´rtelmu˝, azaz minden ma´s d-dimenzio´s szerkezet ezen e´lhosszakkal
az eredetivel egybeva´go´. Terme´szetesen minden globa´lisan merev szerkezet merev, ford´ıtva
azonban ez nem mindig e´rve´nyes. Generikus, azaz kello˝en a´ltala´nos helyzetu˝ szerkezetek
esete´n a globa´lis merevse´g is csak a G gra´fto´l fu¨gg. Ennek igazola´sa jo´val nehezebb a
merevse´gre vonatkozo´ megfelelo˝ a´ll´ıta´sna´l e´s a d ≥ 3 esetre ez csak 2007 o´ta ismert. A
merevse´ggel valo´ kapcsolatra Hendrickson mutatott ra´, aki igazolta, hogy egy d-dimenzio´s
globa´lisan merev gra´f (d+1)-o¨sszefu¨ggo˝ e´s redunda´nsan merev, azaz ba´rmely e´le´t elhagyva
is merev. A d = 2 esetben ezek a felte´telek ele´gse´gesek e´s jellemzik a globa´lis merevse´get.
Ezt egy kora´bbi cikkben igazoltuk Bill Jacksonnal. A d ≥ 3 esetben nem ismert a pontos
jellemze´s.
A´ltala´nosabb fogalmat vizsga´ltunk a [3] cikkben, ahol a szerkezet egy pontpa´rja´t
globa´lisan linkeltnek neveztu¨k, ha ta´volsa´guk minden, a megfelelo˝ e´lhosszakkal rendelkezo˝
realiza´cio´ja´ban ugyanakkora. A globa´lis linkeltse´gre ma´r nem e´rve´nyes, hogy generikus
realiza´cio´ esete´n csak a gra´fto´l fu¨gg. A gra´f egy pontpa´rja´t akkor mondjuk globa´lisan
linkeltnek, ha minden generikus realiza´cio´ban globa´lisan linkelt. Ele´gse´ges felte´telt ad-
tunk egy gra´f valamely pontpa´rja´nak globa´lis linkeltse´ge´re, mely sza´mos esetben pontos
jellemze´shez vezetett. Ezen u´j fogalom seg´ıtse´ge´vel ro¨vid bizony´ıta´st adtunk Connelly egy
te´tele´re, mely a globa´lisan merev gra´fok jellemze´se´ben kulcsfontossa´gu´.
Ezen cikk egyik fejezete e´s a [15] cikk a globa´lis merevse´g lehetse´ges alkalmaza´saival
foglalkozik szenzor ha´lo´zatok lokaliza´cio´s proble´ma´iban. Itt az alapfeladat a ha´lo´zat csu´cs-
pa´rjainak ta´volsa´ga´ra e´s a csu´csok helyzete´re vonatkozo´ re´szleges informa´cio´bo´l az o¨sszes
csu´cs pontos helye´nek meghata´roza´sa. Amennyiben a ha´lo´zat gra´fja globa´lisan merev
e´s kello˝ sza´mu´ csu´cs pontos helye ismert, a kapott megolda´s egye´rtelmu˝ lesz. A [3]
cikk arra ad felte´teleket, hogy bizonyos csu´csok mikor lokaliza´lhato´k egye´rtelmu˝en, ezzel
nagyme´rte´kben a´ltala´nos´ıtva Whiteley e´s szerzo˝ta´rsai kora´bbi megfigyele´seit. A [15] cikk-
ben azt vizsga´ljuk, hogy az ismert csu´csta´volsa´gok gra´fja´t ro¨gz´ıtettnek tekintve hogyan
kell minima´lis sza´mu´ csu´csot kijelo¨lni u´gy, hogy az o˝ helyzetu¨ket pontosan ismerve mindig
egye´rtelmu˝ megolda´st kapjunk. Ezt a proble´ma´t Ye egy nemre´g megjelent cikke is felveti.
A globa´lisan merev gra´fokra e´s egy gra´f merevse´gi matroidja´ra vonatkozo´ kora´bbi struk-
tura´lis eredme´nyeinkre is ta´maszkodva egy ha´lo´zat minima´lis sza´mu´ referenciapontja´nak
meghata´roza´sa´ra egyszeru˝ e´s hate´kony determinisztikus ko¨zel´ıto˝ algoritmust adtunk. Eb-
ben a te´ma´ban egy u´j, a lokaliza´cio´s proble´ma´ro´l szo´lo´ ko¨nyv egyik fejezete´nek meg´ıra´sa´ra
ke´rtek fel [1].
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Foglalkoztunk azzal a ke´rde´ssel is, hogyan lehet (nem generikus) globa´lisan merev
szerkezetet ke´sz´ıteni egy globa´lisan merev gra´fhoz. Megmutattuk, hogy a vertex split
mu˝velet mego˝rzi a ke´tdimenzio´s globa´lis merevse´get. Ez Whiteley e´s Cheung sejte´se´re
adott va´laszt. Ezek az eredme´nyek a [11] cikkben jelennek meg.
Legu´jabb kutata´sainkban azt az a´ltala´nosabb ke´rde´st vizsga´ltuk, amelyben ne´ha´ny
pontpa´rra az ira´ny, ne´ha´ny pa´rra a ta´volsa´g ro¨gz´ıtett, e´s a ke´rde´s az, egy ilyen vegyes
szerkezet mikor globa´lisan merev. Egy specia´lis gra´foszta´ly (a megfelelo˝ matroid ko¨rei)
esete´n erre pontos jellemze´st adtunk [14].
Tudoma´nyos egyu¨ttmu˝ko¨de´s, elo˝ada´sok
Az OTKA ta´mogata´s seg´ıtse´ge´vel folytattam a tudoma´nyos egyu¨ttmu˝ko¨de´st a te´ma-
ko¨r vezeto˝ kutato´ival (Bill Jackson, Bob Connelly, Walter Whiteley). Ke´t doktorandusz
te´mavezeto˝je voltam, akik a pa´lya´zat te´ma´ja´hoz ko¨to˝do˝ feladatokon dolgoztak (Fekete
Zsolt, Szabadka Zolta´n).
2005 e´s 2008 ko¨zo¨tt ko¨ru¨lbelu¨l 20 nemzetko¨zi konferencia´n vettem re´szt, valamint
tartottam elo˝ada´sokat ku¨lfo¨ldi egyetemeken. Ezek ko¨zu¨l ne´ha´ny, amelyeken megh´ıvott
elo˝ado´ke´nt ill. la´togato´ke´nt vettem re´szt: Graph connectivity seminar (Hiroshima, Japa´n,
2005. februa´r), 4th Japanese Hungarian symposium on discrete mathematics and its ap-
plications (Budapest, 2005. ju´nius), ADONET-COST Spring school on combinatorial
optimization and communication networks (Budapest, 2006. ma´rcius), Workshop on flex-
ibility of polyhedra and frameworks (Erwin Schro¨dinger Institut, Be´cs, Ausztria, 2006.
a´prilis), Equipe Combinatoire, Universite´ Paris 6 (Pa´rizs, Franciaorsza´g, 2006. ju´nius),
RIMS (Kyoto, Japa´n, 2006. november), Hiroshima University (Hiroshima, Japa´n, 2007.
februa´r), Oberwolfach (Ne´metorsza´g, 2007. ma´rcius e´s 2008. november).
2008. ju´liusa´ban egyik szervezo˝je voltam a Recent progress in rigidity theory work-
shopnak (Banff, Kanada), melyre a teru¨let vezeto˝ kutato´it h´ıvtuk meg. A kutata´sok
eredme´nyeit rangos nemzetko¨zi folyo´iratokban jelentettem meg (la´sd a ko¨vetkezo˝ pub-
lika´cio´s lista´t).
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